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Карпилова О. М. стр. 1

Методические указания к контрольной работе №1

Содержание курса высшей математики

В соответствии с государственным образовательным стандартом курс высшей математики для специальностей 150407.65 (полиграфические машины и автоматизированные комплексы), 261202.65 (технология полиграфического производства), 261201.65 (технология и дизайн упаковочного производства) включает следующие разделы: аналитическая геометрия и линейная алгебра; последовательности и ряды; дифференциальное и интегральное исчисления; векторный анализ и элементы теории поля; гармонический анализ; дифференциальные уравнения; численные методы; функции комплексного переменного; элементы функционального анализа; вероятность и статистика.

Контрольная работа №1 включает задания из разделов: аналитическая геометрия и линейная алгебра; введение в анализ; дифференциальное исчисление функций одной переменной, элементы теории функций комплексного переменного.

Перед выполнением контрольной работы студент должен изучить соответствующие разделы по учебникам.  

Контрольную работу следует выполнять в тонкой тетради. На обложку наклеивается титульный лист. На первой странице тетради следует указать фамилию, имя, отчество студента, № группы, № варианта и расчертить таблицу проверки заданий (см. образец). Решения задач следует записывать в том порядке, в котором они предлагаются в задании. При этом условие задачи должно быть полностью переписано перед ее решением. 

Если все задачи решены верно, контрольная работа будет зачтена, если при проверке в каких-либо задачах будут обнаружены ошибки, то работа возвращается на доработку. 

В случае возврата работы, студент должен в той же тетради снова выполнить все неверно решенные задачи, учтя замечания преподавателя (зачтенные задачи переписывать не нужно), и вновь сдать работу на проверку.    

До экзамена или зачета допускаются только студенты с полностью зачтенными контрольными работами.

Рекомендуемая литература

1) Белько И.В.,Кузьмич К.К., Жевняк Р.М. Высшая математика для инженеров. Экспресс-курс. – М.: Новое знание, 2005 (I сем., II сем.).

2) Пискунов Н.С. Дифференциальное и интегральное исчисления для втузов. – М.: Наука, 1985 (т.1).

3) Беклемишев Д.В. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры. – М.: 1987, 1998. 

4) Шипачев В.С. Высшая математика. – М.: 1996

5) Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Г.Я. Высшая математика в упражнениях и задачах (в двух частях). – М.: 1986, 1987.

Содержание контрольной работы №1 (1 семестр)

I. Элементы линейной алгебры и аналитической геометрии

1) Системы линейных уравнений

2) Элементы векторной алгебры и аналитической геометрии

3) Кривые второго порядка

II. Введение в анализ

1) Область определения функции одной переменной

2) Вычисление пределов

3) Непрерывность и точки разрыва функции одной переменной

III. Дифференциальное исчисление функций одной переменной

1) Вычисление производных

2) Правило Лопиталя

3) Исследование функции и построение ее графика

IV. Функции комплексного переменного

1) Отыскание комплексных корней уравнения

2) Вычисление значения функции комплексного переменного

Образцы решения задач

Задача 1. Найти решение системы линейных уравнений 
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 а) методом Гаусса; б) по формулам Крамера; в) с помощью обратной матрицы. При отыскании обратной матрицы правильность результата проверить умножением. 

Решение

а) Метод Гаусса – это метод последовательного исключения неизвестных. Он состоит из двух этапов.

Этап 1. «Прямой ход»:

1) Разделим первое уравнение системы на 7 (коэффициент при х):
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2) Исключим х из второго и третьего уравнений. Для этого а) умножим первое уравнение на – 3 и сложим со вторым уравнением. Результат запишем вместо второго уравнения; б) умножим первое уравнение на – 2 и сложим с третьим. Результат запишем вместо третьего уравнения.
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3) Разделим второе уравнение системы на  – 1 (коэффициент при y):
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4) Исключим y из третьего уравнения, для чего умножим второе уравнение на 5 и сложим с третьим уравнением. Результат запишем вместо третьего уравнения.
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Получили систему «треугольного» вида. 

Этап 2. «Обратный ход»:

Находим последовательно из последнего уравнения z, затем из второго уравнения y, затем из первого уравнения х. Получаем:

z = 48/( – 16) = – 3 ,

y = 14 + 4 z = 14 – 12 = 2,

х = 6 – 2 y + z = 6 – 4 – 3 = – 1 .

Итак, решение системы имеет вид: х = – 1, y = 2, z = – 3 .

Часто при решении методом Гаусса записывают расширенную матрицу системы, то есть таблицу, состоящую из коэффициентов и свободных членов, и все преобразования производят со строками этой матрицы (таблицы).

В нашем случае расширенная матрица имеет вид: 
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Применим к ней следующие преобразования:

1) Разделим первую строку на 7, затем получим нули в первом столбце (для этого умножим первую строку на –3 и сложим ее со второй строкой, умножим первую строку на –2 и сложим ее с третьей строкой). 

2) Разделим вторую строку на –1, затем умножим результат на 5 и сложим с третьей строкой.

3) Разделим третью строку на –16.
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Получили «треугольную» матрицу, у которой на главной диагонали стоят единицы, а ниже главной диагонали – нули. Теперь «обратным ходом» вычисляем z = –3, y = 2, х = –1.
Чтобы убедиться в правильности результата, сделаем проверку, то есть подставим полученные значения в каждое уравнение системы: 

7.(–1) + 14.2 – 7.(–3) = 42,  верно;
3.(–1) + 5.2 + (–3) = 4,  верно;
2.(–1) – 2 + 2.(–3) = –10,  верно.
Таким образом, полученное решение системы верно. 

б) Правило Крамера: Если главный определитель системы отличен от нуля (((0), то система имеет единственное решение, получаемое по формулам (формулы Крамера): 
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, где ( – главный определитель системы, составленный из коэффициентов при неизвестных, (k – вспомогательный определитель, получаемый из главного заменой k-го столбца на столбец свободных членов.

Вычислим главный и вспомогательные определители системы.
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Тогда по формулам Крамера:
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в) Решение с помощью обратной матрицы.

Систему линейных уравнений можно записать в виде матричного уравнения АХ = В, где А – матрица системы, составленная из коэффициентов при неизвест​ных, Х – столбец неизвестных, В – столбец свободных членов. Если матрица А имеет обратную А-1, то решение системы можно найти как решение этого матричного уравнения: Х = А-1В.

В нашем случае 
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Матрицей, обратной к матрице А, называется такая матрица А-1, при умножении которой на матрицу А (справа или слева) получается единичная матрица: АА-1 = А-1А = Е.

Если определитель матрицы А отличен от нуля, то существует обратная матрица А-1, причем для матрицы третьего порядка 
[image: image22.wmf]÷
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 , где |A| – определитель матрицы А,  Аik – алгебраическое дополнение элемента аik, то есть определитель, полученный из |A| вычеркиванием i-й строки и  k-го столбца, и умноженный на 
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У нас определитель матрицы А отличен от нуля: 
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. Поэтому обратная матрица существует. Вычислим алгебраические дополнения:
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Запишем обратную матрицу: 
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Проверим правильность вычисления А-1:
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Получили единичную матрицу, следовательно, обратная матрица найдена правильно.

Найдем решение матричного уравнения: 
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 .
Таким образом, получили решение системы х = –1, y = 2, z = –3 .

Ответ. х = –1, y = 2, z = –3 .

Задача 2. Зная координаты вершин пирамиды A(3; 0; 2); B(2; 0; 6); C(1; 1; 2); D(3; 2; 4), найти 1) длину ребра АС, 2) угол между ребрами АС и AD, 3) площадь грани AСD, 4) объем пирамиды, 5) канонические и параметрические уравнения прямой AС, 6) уравнение плоскости AСD.

Решение

1) Найдем координаты вектора 
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Длина вектора 
[image: image39.wmf]k
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 вычисляется по формуле 
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Таким образом, 
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Аналогично вычислим координаты векторов 
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 и 
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 и их длины:
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2) Найдем косинус угла между векторами 
[image: image48.wmf]AC

 и 
[image: image49.wmf]AD

 по формуле 
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Скалярное произведение векторов 
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Тогда 
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3) Площадь грани AСD равна половине площади параллелограмма, построенного на векторах 
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 и 
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, т.е. половине длины векторного произведения этих векторов: 
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Вычислим векторное произведение 
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Тогда 
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4) Объем пирамиды равен 1/6 объема параллелепипеда, построенного на векторах 
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, т.е. 1/6 модуля смешанного произведения этих векторов: 
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Смешанное произведение 
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Тогда 
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5) Канонические уравнения прямой, проходящей через точку M0(x0; y0; z0) параллельно вектору 
[image: image65.wmf])
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, параметрические уравнения этой прямой 
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Уравнения прямой, проходящей через две точки M1(x1; y1; z1) и M2(x2; y2; z2): 
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Пользуясь этими формулами, запишем уравнения прямой АС:

канонические 
[image: image69.wmf]0
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[image: image70.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

-

=

2

2

3

z

t

y

t

x

.

6) Уравнение плоскости, проходящей через три точки M1(x1; y1; z1), M2(x2; y2; z2) и M3(x3; y3; z3), имеет вид 
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Тогда уравнение плоскости AСD записывается в виде 
[image: image72.wmf]0
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Вычислив определитель, получим 2х + 4y – 4z + 2 = 0 или х + 2y – 2z + 1 = 0.
Ответ. 
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АС: 
[image: image78.wmf]0

2

1

2

3

-

=

=

-

-

z

y

x

; AСD: х + 2y – 2z + 1 = 0.
Задача 3. Дано уравнение кривой второго порядка x2 + 8y2 – 6x + 16y + 1 = 0. Привести это уравнение к каноническому виду, установить тип и построить график этой кривой.

Решение

Чтобы привести уравнение кривой к каноническому виду, сгруппируем слагаемые, содержащие только х и только y, и дополним выражения в скобках до полных квадратов:

(x2 – 6x) + 8(y2 + 2y) + 1 = 0; 
(x2 – 6x + 9) – 9 + 8(y2 + 2y + 1) – 8 + 1 = 0;

(х – 3)2 + 8(y + 1)2 = 16.

Разделим обе части уравнения на 16: 
[image: image79.wmf]1

2

)

1

(

16

)

3

(

2

2

=

+

+

-

y

x

. 

Сделаем замену 
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, что соответствует переносу начала координат в точку О1(3; – 1):       
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Получили каноническое уравнение эллипса с полуосями 4 и 
[image: image82.wmf]2

. Построим этот эллипс (рис. 1).

[image: image1.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

+

-

=

+

+

=

-

+

10

2

2

4

5

3

42

7

14

7

z

y

x

z

y

x

z

y

x


Рис. 1

Ответ. Эллипс, изображенный на рис. 1.

Задача 4. Найти область определения функции 
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Решение

Выражение, стоящее под знаком корня четной степени должно быть неотрицательно, т.е. 
[image: image84.wmf]0
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, знаменатель дроби не может равняться нулю, т. е. х – 3 ( 0. Так как логарифмическая функция определена только для положительных значений аргумента, то должно выполняться неравенство 
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Таким образом, область определения функции задается системой неравенств 
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Для решения первого неравенства приведем левую часть к общему знаменателю 
[image: image87.wmf]0
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, откуда 
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, и воспользуемся методом интервалов (рис.2).
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Рис. 2

Таким, образом, имеем 
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Из второго неравенства х ( 3, т.е. 
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Третье неравенство перепишем в виде 
[image: image91.wmf]16
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Так как |x| показывает расстояние от 0 до точки х, то неравенству |x| < 4 удовлетворяют те точки числовой оси, которые удалены от 0 менее, чем на 4 единицы, т.е. 
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Итак, имеем 
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Поскольку эти условия должны выполняться одновременно, то область определения – это пересечение трех указанных множеств: 
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Ответ. D[y]=(– 4; 2/3]((3; 4).

Задача 5. Вычислить пределы, не пользуясь средствами дифференциального исчисления: а) 
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Решение

а) Так как при х ( ( числитель и знаменатель дроби являются бесконечно большими функциями, разделим числитель и знаменатель на х2. Заметим также, что функция вида const/xn при х ( ( является бесконечно малой. Поэтому 
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б) Подставляя х = 2, получим неопределенность вида 
[image: image98.wmf]0
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2х2 – 3х – 2 = 0 ( D = 9 + 4(2(2 = 25 ( х1 = 2, х2 = – 1/2.

5х – 6 – х2 = 0 ( х2 – 5х + 6 = 0 ( D = 25 – 24 = 1 ( х1 = 3, х2 = 2.

Поэтому, 
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Ответ. а) 4; б) 5.

Задача 6. Исследовать функцию 
[image: image100.wmf]10
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 на непрерывность: найти точки разрыва функции и определить их тип.

Решение

Данная функция определена при 
[image: image101.wmf])
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, точка х = 10 является точкой разрыва. Чтобы определить тип точки разрыва, вычислим левый и правый пределы функции:
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Так как левый и правый пределы конечны и не равны друг другу, то в точке х = 10 функция имеет разрыв первого рода.

Ответ. х = 10 точка разрыва первого рода.

Задача 7. 

Найти 
[image: image104.wmf])
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Решение

а) Приведем функцию к виду, удобному для дифференцирования: 

y = 3x5 – 4x–3 + x3/4 + x–1/3 . Пользуясь формулами дифференцирования, получим  
[image: image108.wmf]y
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= 3.5x5 – 1 – 4.(–3)x –3 – 1 + (3/4)x3/4 – 1 + (–1/3)x –1/3 – 1 =
  = 15x4 + 12x –4 +(3/4)x –1/4 – (1/3)x –4/3 .

б) По формуле производной частного 
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. Далее, используя таблицу производных и теорему о производной сложной функции, получим 
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 EMBED Equation.3  [image: image111.wmf])
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в) Производную параметрически заданной функции вычисляют по формуле: 
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Ответ. а) 
[image: image116.wmf]3
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в) 
[image: image118.wmf])
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Задача 8. С помощью правила Лопиталя вычислить предел 
[image: image119.wmf])
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Решение

При х ( 2 числитель sin(2x – 4) ( 0 и знаменатель ln(x – 1) ( 0, т.е. имеем неопределенность вида 
[image: image120.wmf]0
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Ответ. 2

Задача 9. Провести полное исследование функции у = 0,3х5 – х3 – 12х + 1 и построить ее график.

Решение

Область определения данной функции – все действительные числа: x(R .

Точек разрыва нет. Вертикальных асимптот тоже нет.

f(–x) = 0,3(–х)5 – (–х)3 – 12(–х) + 1 = – 0,3х5 + х3 + 12х + 1.

Так как f(–x) ( f(x) ; f(–x) ( – f(x) , то функция не является ни четной, ни нечетной.

Функция не периодическая.

При х = 0 у = 1; при у = 0 точно найти координаты точек пересечения графика функции с осью Ох невозможно.

Уравнение наклонной асимптоты имеет вид y = kx+b , где 
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Вычислим 
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. Следовательно, наклонных и горизонтальных асимптот нет.

Вычислим первую производную и найдем ее критические точки:


[image: image126.wmf]y
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 = 1,5х4 – 3х2 – 12 ;  
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 = 0 при х1 = 2, х2 = – 2.

Вычислим вторую производную и найдем ее критические точки:
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 = 0 при х3 = 0,  х4 = 1,  х5 = – 1.

Соберем все данные о поведении функции в сводную таблицу (таблица 1).

Таблица 1
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График функции изображен на рис.3.

[image: image140.wmf]3


Рис.3. График функции у = 0,3х5 – х3 – 12х + 1
Задача 10. Найти все корни уравнения z3 + 216 = 0 и отметить эти корни на комплексной плоскости.

Решение

Так как z3 + 216  = z3 + 63 , то левую часть уравнения можно разложить на множители. Получим (z + 6)(z2 – 6z + 36) = 0 . 

Отсюда z + 6 = 0  или z2 – 6z + 36 = 0. 

Из первого уравнения получаем z1 = – 6.

Решим второе уравнение: D = 36 – 144 = –108; 
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. Итак, уравнение имеет три комплексных корня z1 = –6; 
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Отметим точки комплексной плоскости, соответствующие этим числам (рис.4).

Рис.4

Ответ. z1 = – 6; 
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Задача 11. Вычислить значение функции f(z) = 10z + 2i в точке z0 = 2 + 3i , указать действительную и мнимую часть полученного числа.

Решение

Вычислим w0 = f(z0) = 10(2 + 3i) + 2i = 20 + 32i.

Отсюда, действительная часть Re(w0) = 20, мнимая часть Im(w0) = 32.

Ответ. f(z0) = 20 + 32i, Re(w0) = 20, Im(w0) = 32.
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