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Карпилова О. М. стр. 1

Методические указания к контрольной работе №3

Содержание курса высшей математики

В соответствии с государственным образовательным стандартом курс высшей математики для специальностей 150407.65 (полиграфические машины и автоматизированные комплексы), 261202.65 (технология полиграфического производства), 261201.65 (технология и дизайн упаковочного производства) включает следующие разделы: аналитическая геометрия и линейная алгебра; последовательности и ряды; дифференциальное и интегральное исчисления; векторный анализ и элементы теории поля; гармонический анализ; дифференциальные уравнения; численные методы; функции комплексного переменного; элементы функционального анализа; вероятность и статистика.

Контрольная работа №3 включает задания из разделов: ряды, теория вероятностей, элементы математической статистики.

Перед выполнением контрольной работы студент должен изучить соответствующие разделы по учебникам.  

Контрольную работу следует выполнять в тонкой тетради. На обложку наклеивается титульный лист (см. образец). Решения задач следует записывать в том порядке, в котором они предлагаются в задании. При этом условие задачи должно быть полностью переписано перед ее решением. 

Если все задачи решены верно, контрольная работа будет зачтена, если при проверке в каких-либо задачах будут обнаружены ошибки, то работа возвращается на доработку. 

В случае возврата работы, студент должен в той же тетради снова выполнить все неверно решенные задачи, учтя замечания преподавателя (зачтенные задачи переписывать не нужно), и вновь сдать работу на проверку.    

До экзамена или зачета допускаются только студенты с полностью зачтенными контрольными работами.

Рекомендуемая литература

1) Белько И.В.,Кузьмич К.К., Жевняк Р.М. Высшая математика для инженеров. Экспресс-курс. – М.: Новое знание, 2005 (I сем., II сем.).

2) Данко П.Е., Попов А.Г., Кожевникова Г.Я. Высшая математика в упражнениях и задачах (в двух частях). – М.: 1986, 1987.

3) Гмурман В.Е. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебное пособие для втузов / В.Е. Гмурман. – М.: Высшая школа, 1977.

4) Кремер Н.Ш. Теория вероятностей и математическая статистика: Учебник для вузов / Н.Ш. Кремер. – М.: Юнити, 2001.

Содержание контрольной работы №3 (3 семестр)

I. Ряды

1) Исследование сходимости числовых рядов

2) Область сходимости степенного ряда

II. Теория вероятностей

1) Классическое определение вероятности

2) Теоремы вероятности, полная вероятность

3) Числовые характеристики случайных величин

4) Биномиальное распределение

5) Нормальное распределение

III. Элементы математической статистики

Образцы решения задач

I Ряды

Задача 1. Исследовать на сходимость числовые ряды 

а) 
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Решение. 

а) Проверим выполнение необходимого признака сходимости числового ряда. Для этого вычислим 
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. Так как 
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, то необходимое условие сходимости не выполняется, следовательно, ряд расходится.

б) Проверим сходимость ряда с помощью признака Даламбера, то есть вычислим 
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, следовательно, 
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Так как 
[image: image10.wmf]1
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, то по признаку Даламбера ряд сходится.

Ответ: а) ряд расходится; б) ряд сходится.

Задача 2. Исследовать ряды на абсолютную и условную сходимость: 

а) 
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Решение. 

а) Это знакочередующийся ряд 
[image: image13.wmf]1
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. Применим к нему признак Лейбница. 
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, следовательно, первое условие признака Лейбница выполнено. Вычислим 
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, то есть, выполнено и второе условие признака Лейбница. Таким образом, по признаку Лейбница ряд сходится. Чтобы выяснить вид сходимости, исследуем ряд 
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. Это знакоположительный ряд. Применим к нему интегральный признак сходимости: 
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. Так как несобственный интеграл расходится, то и ряд расходится. 

Итак, 
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 расходится; значит, исходный ряд сходится условно. 

б) Это знакопеременный, но не знакочередующийся ряд, поэтому признак Лейбница здесь применять нельзя. Рассмотрим ряд 
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. Исследуем сходимость ряда 
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 с помощью признака Даламбера. Так как 
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, то ряд 
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 сходится. Тогда по признаку сравнения ряд 
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 сходится, следовательно, ряд 
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Ответ: а) ряд сходится условно; б) ряд сходится абсолютно.

Задача 3. Найти интервал сходимости степенного ряда 
[image: image30.wmf]å
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 .Исследовать сходимость ряда на концах интервала сходимости. 

Решение Это степенной ряд вида 
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. Найдем радиус сходимости ряда 
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. Тогда интервал сходимости имеет вид (–1; 1). 

Исследуем сходимость ряда на концах интервала сходимости.

При х = 1 получаем ряд 
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. Это знакоположительный ряд. Воспользуемся интегральным признаком сходимости: 
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. Так как несобственный интеграл расходится, то и ряд расходится.  

При х = –1 получаем ряд 
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. Это знакочередующийся ряд. Проверив выполнение первого и второго условий признака Лейбница: 
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, убеждаемся, что ряд 
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 сходится, причем эта сходимость условная, так как ряд 
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Итак, область сходимости степенного ряда – это полуинтервал [–1; 1).

Ответ. [–1; 1).

II Теория вероятностей

Задача 4-а. В группе из 20 человек – 12 девушек. Случайным образом выбрали 5 человек. Найти вероятность того, что среди них окажутся 4 девушки. 

Решение.

Используем классическую формулу вычисления вероятности появления события А в некотором опыте: 
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, где n – число всех равновозможных исходов опыта, а m – число благоприятных исходов этого опыта.

В нашем случае 
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 – число всех способов, которыми можно выбрать 5 элементов из 20 элементов. Чтобы сосчитать число всех благоприятных исходов, заметим, что при этом надо выбрать 4 девушки из имеющихся 12, а также 1 юношу из имеющихся 8 (так как всего выбирают 5 = 4 + 1 человек). Таким образом, 
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Ответ. 0,255.

Задача 4-б. На каждой из пяти одинаковых карточек напечатана одна из следующих букв: А, И, К, П, Р. Карточки тщательно перемешивают и затем вынимают по одной, выкладывая их в одну линию слева направо. Найти вероятность того, что на первых четырех карточках получится слово ПАРК.

Решение

Число всех равновозможных исходов – это число способов, которыми можно извлечь четыре карточки из пяти, причем в данном случае порядок расположения элементов в группе существенен, поэтому здесь 
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Ответ. 0,0083.

Задача 5. Студент разыскивает нужную ему формулу в трех справочниках. Вероятность того, что формула есть в первом справочнике, равна 0,6, во втором 0,7, в третьем 0,8. Найти вероятность того, что формула есть а) только в одном справочнике, б) хотя бы в одном справочнике.

Решение

Пусть событие Аi означает, что формула есть в i-ом справочнике. По условию задачи Р(А1) = 0,6; Р(А2) = 0,7; Р(А3) = 0,8.

а) Рассмотрим событие А – «формула есть только в одном справочнике». Тогда 
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 (черта над Аi обозначает событие, противоположное событию Аi). Учитывая, что слагаемые в этой сумме образуют несовместные события, и события Аi независимы, по теоремам сложения и умножения вероятностей получим 

Р(А) = 0,6(0,3(0,2 + 0,4(0,7(0,2 + 0,4(0,3(0,8 = 0,188.

б) Пусть В – событие, состоящее в том, что формула есть хотя бы в одном справочнике. Тогда 
[image: image48.wmf]В

 – «формулы нет ни в одном справочнике». Очевидно, 
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Ответ. а) 0,188;  б) 0,976.

Задача 6. Задан закон распределения дискретной случайной величины.

	X
	1
	3
	4
	7
	9

	p
	0,08
	0,14
	0,22
	0,36
	0,2


Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратичное отклонение.

Решение. 

Математическое ожидание определим по формуле: 
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, а дисперсию и среднеквадратичное отклонение – по формулам 
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[image: image55.wmf]x
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mx=1(0,08 + 3(0,14 + 4(0,22 + 7(0,36 + 9(0,2 = 5,7.

Dx=(1-5,7)2(0,08 + (3-5,7)2(0,14 + (4-5,7)2(0,22 + (7-5,7)2(0,36 + (9-5,7)2(0,2 = 6,21.
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Ответ. mx=5,7; Dx=6,21; 
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Задача 7. Вероятность промаха при одном выстреле равна 0,1. Сделано 5 выстрелов. Найти вероятность а) только одного промаха; б) не более одного промаха; в) хотя бы одного промаха.

Решение

Случайная величина Х – количество промахов при п выстрелах – подчиняется биномиальному закону. Поэтому вероятность ровно т промахов вычисляется по формуле Бернулли 
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, где р – вероятность промаха при одном выстреле, q = 1 – р – вероятность попадания при одном выстреле.

В нашем случае п = 5; р = 0,1; q = 0,9.
а) Вероятность только одного промаха 
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б) Не более одного промаха означает, что либо не было ни одного промаха (то есть т = 0), либо сделан только один промах (т = 1). Отсюда вероятность не более одного промаха при пяти выстрелах подсчитывается как Р5(0) + Р5(1) = 0,95 + 0,328 = 0,9185.

в) Чтобы вычислить вероятность хотя бы одного промаха, рассмотрим противоположное событие: «не было сделано ни одного промаха» (т = 0), тогда искомая вероятность равна 1 – Р5(0) = 1 – 0,95 = 0,4095.

Ответ. а) 0,328;  б) 0,9185; в) 0,4095.

Задача 8. Случайная величина Х распределена по нормальному закону с математическим ожиданием тх = 8 и средним квадратичным отклонением (х = 3. Найти а) Р(5 < Х < 9); б) Р(|X – 8| < 1,5).

Решение.

а) Воспользуемся формулой для вычисления вероятности попадания нормально распределенной случайной величины на заданный интервал: 


[image: image60.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

s

-

a

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

s

-

b

=

b

<

<

a

x

x

m

Ф

m

Ф

X

P

)

(

,

где mx– математическое ожидание, ( – среднее квадратичное отклонение, 
Ф(х) – функция Лапласа, причем 
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 (см. Приложение 2 из [3] ).

Тогда 
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Так как функция Ф(х) нечетная, то  Ф(–х) = –Ф(х).

Отсюда, Р(5 <Х < 9) = Ф(0,33) + Ф(1) = 0,1293 + 0,3413 = 0,4706.

б) Вероятность того, что нормально распределенная случайная величина попадет на симметричный относительно математического ожидания интервал (то есть абсолютная величина отклонения случайной величины Х от ее математического ожидания будет меньше некоторого числа (), вычисляется по формуле    
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Поэтому 
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Ответ. а) 0,4706;  б) 0,383.

III Элементы математической статистики

Задача 9. Дан протокол измерений случайной величины Х. Для этой случайной величины требуется: 

а) составить интервальную таблицу частот, 

б) получить точечные оценки для математического ожидания и дисперсии, 

в) найти доверительный интервал для математического ожидания, 

г) построить гистограмму, 

д) аппроксимировать гистограмму теоретическим нормальным законом распределения,

Алгоритм выполнения задания

I Простейшая статистическая обработка:

1) Упорядочить вариационный ряд (т. е. записать все значения вариант в порядке возрастания) (таблица 1).

2) Найти размах: R = Xmax – Xmin .

3) Подобрать количество разрядов (интервалов): 

k = 1+3,32lg(n) = 1,44ln(n)+1, где п – объем выборки (количество разрядов должно быть целым числом). 

4) Построить интервальную таблицу частот. Для этого находят длину интервала (x = R/k (если R не делится нацело на k, то можно слегка расширить диапазон значений случайной величины) и границы интервалов – точки 1, ..., k+1, где i = 1 + (i–1)((x. Затем подсчитывают частоты mi – количество значений случайной величины (вариант), попавших на каждый интервал. 

В таблицу 2 (столбцы 1-4) заносят границы интервалов (i; i+1), среднее значение варианты на каждом интервале 
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, частоты mi и относительные частоты (частости) 
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II Вычисление точечных оценок:

1) Вычислить выборочное среднее 
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 – оценку для математического ожидания.

2) Вычислить выборочную дисперсию 
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 – оценку для дисперсии.

3) Вычислить стандартное отклонение 
[image: image69.wmf]å
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 – оценку для среднего квадратичного отклонения.

III Построение доверительного интервала для математического ожидания а:

1) Зная доверительную вероятность (надежность) (, найти по таблице значений функции Лапласа 
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 (см. Приложение 2 из [3]) соответствующее значение t, для которого 
[image: image71.wmf]2

)

(

g

=

F

t

. 

2) Вычислить предельную ошибку 
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, где s – стандартное отклонение, п – объем выборки.

3) Записать доверительный интервал для математического ожидания 
[image: image73.wmf])

;

(

D

+

D

-

x

x

.

IV Построение гистограммы

Гистограмма – это столбиковая диаграмма, служащая для графического представления распределения частот. Площади столбцов пропорциональны частотам (или относительным частотам). 

Для построения гистограммы относительных частот вычисляют высоты столбцов гистограммы 
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 (удобно добавить их в таблицу 2 – столбец 5), на оси абсцисс отмечают точки 1, ..., k+1  и над каждым интервалом (i; i+1) строят прямоугольник высотой hi. В результате получается ступенчатая фигура, верхний контур которой приблизительно соответствует графику плотности распределения исследуемой случайной величины (рис. 1).

V Аппроксимация гистограммы нормальным законом распределения:

1) Составить таблицу значений теоретического нормального закона с параметрами а = 
[image: image75.wmf]х
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Для удобства расчетов можно 

а) найти значения 
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б) по таблице найти 
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 (см. Приложение 1 из [3]);

в) вычислить 
[image: image79.wmf])
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 (таблица 3).

2) Построить график теоретической кривой. На рисунке 1 отметить точки с координатами (
[image: image80.wmf]i

х

;

) и соединить их плавной кривой.

3) Сделать вывод о согласованности статистического распределения (гистограммы) с теоретическим нормальным законом распределения, проанализировав полученный рисунок.

Решение примера

Записав исходные данные в порядке возрастания, получим следующий упорядоченный вариационный ряд (таблица 1):

Таблица 1. Упорядоченный вариационный ряд

	95
	112
	118
	122
	127

	97
	113
	119
	123
	127

	98
	113
	119
	123
	128

	101
	114
	119
	123
	128

	102
	114
	119
	123
	128

	102
	114
	120
	123
	129

	103
	115
	120
	124
	129

	105
	115
	120
	124
	130

	105
	115
	120
	124
	131

	106
	115
	120
	125
	131

	107
	115
	121
	125
	131

	107
	116
	121
	125
	132

	108
	116
	121
	125
	132

	109
	116
	121
	125
	132

	109
	117
	121
	126
	133

	109
	117
	121
	126
	134

	110
	117
	121
	126
	134

	111
	117
	122
	126
	135

	111
	117
	122
	127
	137

	111
	118
	122
	127
	141


Найдем размах R = 141 – 95 = 46.

Так как объем выборки п = 100, а количество разрядов должно быть целым числом, то удобно брать k = 7 или k = 8. Расширим диапазон значений вариант до промежутка (94; 142) и выберем k = 8. 

Тогда длина интервала (x = (142 – 94)/8 = 6.

Построим интервальную таблицу частот (таблица 2, столбцы 1-4). В ту же таблицу занесем вычисленные значения высот столбцов гистограммы.

Таблица 2.

	Границы интервалов

(i , i+1)
	Среднее значение


[image: image81.wmf]i
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	Частота

mi
	Относительная частота

wi
	Высота столбца гистограммы

hi

	94 – 100 
	97
	3
	0,03
	0,0050

	100 – 106 
	103
	7
	0,07
	0,0117

	106 – 112 
	109
	11
	0,11
	0,0183

	112 – 118 
	115
	20
	0,20
	0,0333

	118 – 124 
	121
	28
	0,28
	0,0467

	124 – 130 
	127
	19
	0,19
	0,0317

	130 – 136 
	133
	10
	0,10
	0,0167

	136 – 142 
	139
	2
	0,02
	0,0033


Вычислим числовые характеристики.

Выборочное среднее 
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 = (97.3 + 103.7 + 109.11 + 115.20 + 121.28 + 127.19 + 133.10 +

+ 139.2)/100 = 119,2.

Выборочная дисперсия
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 = ((97 – 119,2)2.3 + (103 – 119,2)2.7 + 

+ (109 – 119,2)2.11 + (115 – 119,2)2.20 + (121 – 119,2)2.28 +

+ (127 – 119,2)2.19 + (133 – 119,2)2.10 + (139 – 119,2)2.2)/99 = 87,48.

Стандартное отклонение.
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s

s

=

 = 9,35.

Найдем доверительный интервал для математического ожидания.

Пусть надежность (доверительная вероятность) ( = 0,95. Тогда по таблице находим, что если Ф(t) = 0,475 , то t = 1,96. Вычислим предельную ошибку 
[image: image85.wmf]n
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: ( = 1,96.9,35/10 = 1,833. 

Таким образом, границы доверительного интервала 119,2 – 1,833 и 119,2 + 1,833, т.е. доверительный интервал для математического ожидания имеет вид (117,367; 121,033).

Составим таблицу значений теоретического нормального закона (таблица 3).

Построим гистограмму и кривую теоретического нормального распределения (рис. 1).

Таблица 3.

	Среднее значение 
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	97
	–2,37
	0,0241
	0,0026

	103
	–1,73
	0,0893
	0,0096

	109
	–1,09
	0,2203
	0,0236

	115
	–0,45
	0,3605
	0,0386

	121
	0,19
	0,3918
	0,0419

	127
	0,83
	0,2827
	0,0302

	133
	1,48
	0,1334
	0,0143

	139
	2,12
	0,0422
	0,0045
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Рис. 1. Гистограмма и теоретическая кривая

Из рисунка видно, что теоретическая нормальная кривая хорошо аппроксимирует статистический закон распределения.
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